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概要
D. J. Kleitman氏と B. Golden氏は，1975年に，行列木定理を使わず，無向サイクルの二乗
グラフの頂点数が偶数の場合のみ，平面グラフの位相的性質を使って全域木を数え上げていた．
しかし，頂点数が奇数の場合は，同様に全域木の総数を数え上げられることを言及するだけにと
どめていた．2024年には，宗政昭弘氏達が，奇数頂点の場合も含めて，行列木定理を使わずに同
様の手法で無向サイクルの二乗グラフの全域木を数え上げることができている．本研究では，そ
の研究を拡張し，有向サイクルの二乗グラフについても，行列木定理を使わず，さらに，頂点数
の偶奇に依らずに，有向全域木の総数を数え上げる．

1 はじめに
人間を頂点，関係性を辺と見なすと，社会科学的ネットワークをグラフとして描くことができ，端

末を頂点，ケーブルを辺と見なすと，コンピュータネットワークをグラフとして描くことができる．
このように様々なネットワークはグラフとして描くことができるため，ネットワークの複雑性を解析
するためにグラフが用いられることがしばしばある．そして，グラフの全域木は，ネットワークにお
ける全ての頂点に接続されているような経路と対応付けられ，ネットワークの複雑性や信頼性を特徴
づける重要な指標である [8]．

定義 1.1 (全域木). 無向グラフ Gに対して，

E(G′) ⊆ E(G), V (G) = V (G′)

を満たすG′ をGの全域部分グラフであるという．連結グラフGにおける全域部分グラフG′ が連結
であり，閉路がないグラフであるとき，G′ をグラフ Gの全域木という（例：図 2）．グラフ Gの全
域木の総数は，t(G)で表す．

定義 1.2 (有向全域木). 有向グラフ −→
G における有向辺の向きを無視してできるグラフが連結である

とき，有向グラフ −→
G は弱連結であるといい，有向グラフ −→

G に対して，

E(
−→
G′) ⊆ E(

−→
G), V (

−→
G) = V (

−→
G)

を満たす −→
G′ を −→

G の全域部分グラフであるという．弱連結であるグラフ Gにおける全域部分グラフ
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図 1 無向グラフ 図 2 図 1の全域木 図 3 有向グラフ 図 4 図 3の有向全域木

−→
G′ が弱連結であり，以下を満たすとき，−→

G′ を u ∈ V (
−→
G)を根としたグラフ −→

G の有向全域木という
（例：図 4）．

•
−→
G′ は閉路をもたない．

• 任意の頂点 v ∈ V (
−→
G′) \ {u}に対して，u ∈ V (

−→
G′)からの有向道が存在する．

• 任意の頂点 v ∈ V (
−→
G′) \ {u}の入次数は 1である．

uを根としたグラフ −→
G の有向全域木の総数は，t(

−→
G, u)で表す．

一般に，連結グラフの全域木の総数は行列木定理 [4, 6, 13]を用いて数え上げることができる．よ
り正確には，グラフのラプラシアン行列の非ゼロ固有値の積をグラフの頂点数で割ったものと，グラ
フの全域木の総数が一致する．

定義 1.3 (ラプラシアン行列). G = (V,E)をグラフとする．このとき，グラフ Gのラプラシアン行
列 LG とは，以下のように定義される．

LG(i, j) =


d(i) if i = j,

−1 if i ̸= j, (i, j) ∈ E,

0 otherwise,

ここで，d(i)は頂点 iが接続している辺の総数である．

定理 1.1 (行列木定理). 無向グラフ Gの任意の頂点 uに対して，LG の第 u行と第 u列を除いた部
分行列を LG[u]とすると，

detLG[u] = t(G).

有向グラフ −→
G の任意の頂点 u に対して，L−→

G
の第 u 行と第 u 列を除いた部分行列を L−→

G
[u] とす

ると，
detL−→

G
[u] = t(

−→
G, u).

これまで無向巡回グラフ等の全域木の総数の明示的な公式の導出が行われており [7, 9, 10, 15]，
有向グラフについても，有向巡回グラフ等の全域木の総数の明示的な公式の導出が行われてい
る [2, 7, 14]．特に，無向サイクルの二乗グラフ（例：図 5）については，G. Baron氏らによって行
列木定理を用いた全域木の総数の導出が行われている [1]．



図 5 無向サイクルの二乗グラフ

一方で，D. J. Kleitman 氏らは，行列木定理を使わずに無向サイクルの二乗グラフの全域木の総
数を数え上げている．具体的には，頂点数が偶数の場合のみ平面グラフの位相的性質を使って全域木
を数え上げており，無向サイクルの二乗グラフの全域木の総数を Fibonacci 数列を用いて表してい
た [3]．しかし，頂点数が奇数の場合は，同様に全域木の総数を数え上げられることを言及するだけ
にとどめていた．

定義 1.4 (Fibonacci数列). 漸化式 F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn(n = 0, 1, 2, . . . )によって決
まる数列 Fn を Fibonacci数列という.

定理 1.2 (B. Kleitman, D. J. Golden, 1975 [3]).

t(C2
n) = nF 2

n .

グラフの全域木の総数は行列木定理を用いることで簡単に求められるが，全域木の構成に関する付
加情報は得られない．D. J. Kleitman 氏らの手法を用いると，全域木の構成に関する付加情報を得
ながら全域木の総数を数え上げることが可能である．そして，2024年には，宗政昭弘氏らが，奇数
頂点の場合も含めて，行列木定理を使わずに同様の手法で無向サイクルの二乗グラフの全域木を数え
上げることができており，無向サイクルの三乗グラフ等にも同様の手法が適用可能であると考えられ
る [11]．

2 主結果 - 有向サイクルの二乗グラフの有向全域木
既に述べたように，一般に，有向グラフ −→

G の頂点 u ∈ V (
−→
G)を根とした有向全域木の総数も，行

列木定理を用いて求めることができるため，有向サイクルの二乗グラフの vj ∈ V (
−→
C2

n)を根とした有
向全域木の総数についても，行列木定理を用いて公式を導出することが可能である．

定義 2.1 (Jacobsthal数列). 漸化式 J0 = 0, J1 = 1, Jn+2 = Jn+1 + 2Jn(n = 0, 1, 2, . . . )によって
決まる数列 Jn を Jacobsthal数列という.

定理 2.1. 有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n に対して頂点 vj(vj ∈ V (
−→
C2

n), j ∈ Z)を根とした有向全域
木の総数は，

t(
−→
C2

n, vj) = Jn.



図 6 有向サイクルの二乗グラフ

行列木定理を用いると，有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n の有向全域木の総数の公式は導出できる
が，全域木の構成に関する付加情報は得られない．我々は，[11]と同様に，行列木定理を用いず，有
向全域木の構成に関する付加情報を得ながら，有向全域木の総数を数え上げた．本節では，その得ら
れた公式およびその計算過程について紹介する．

定義 2.2 (有向サイクルの二乗グラフ). n頂点有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n = (V (
−→
C2

n), E(
−→
C2

n))と
は，点集合 V (

−→
C2

n) = Zn（n次巡回群），辺集合 E(
−→
C2

n) = {(vi, vj) | vi, vj ∈ V (C2
n), i, j ∈ Z, j− i =

1, 2}により定義される（例：図 6）．ここで，vi = i+ nZ ∈ Zn とおく．

次に，記法の準備をいくつか行うことにする．有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n の辺を
ei = (vi, vi+1), fi = (vi, vi+2) (i ∈ Z)

と表すことにすると，有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n の辺集合は，

E(
−→
C2

n) = {ei | i ∈ Z} ∪ {fi | i ∈ Z}

となる．さらに，j, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ ⌈n−2
2 ⌉に対して，

ES(n, k, j) = {fj−2, fj+2k−1} ∪ {ej−1, ej , ej+1, . . . , ej+2k−1}

を逃げ道と呼ぶ（例：図 7–10の波線部）．このとき，グラフ −−−→
Sn,k,j を以下のように定義する（例：図

7–10の実線部）．

V (
−−−→
Sn,k,j) = V (

−→
C2

n),

E(
−−−→
Sn,k,j) = E(

−→
C2

n) \ ES(n, k, j).

一般に，頂点 u ∈ V (
−→
G)を根とした有向グラフ −→

G の有向全域木全体の集合を T−→
G,u
とする．した

がって，t(
−→
G, u) = |T−→

G,u
|となる．

このとき，グラフ −−−→
Sn,k,j の有向全域木の総数と有向ストリップグラフ

−−−→
Sn−2k の有向全域木の総数

に関する以下の補題が成り立つ．

定義 2.3 (有向ストリップグラフ). V (
−→
Sn) = {i ∈ Z | 1 ≤ i ≤ n}，E(

−→
Sn) = {(i, j) | i, j ∈

V (Sn), 1 ≤ j − i ≤ 2} で定義されるグラフ −→
Sn = (V (

−→
Sn), E(

−→
Sn)) を有向ストリップグラフという

（例：図 16）．



図 7 n = 8,

k = 0, j = 0

図 8 n = 8,

k = 1, j = 0

図 9 n = 8,

k = 2, j = 0

図 10 n = 8,

k = 3, j = 0

図 11 n = 9,

k = 0, j = 0

図 12 n = 9,

k = 1, j = 0

図 13 n = 9,

k = 2, j = 0

図 14 n = 9,

k = 3, j = 0

図 15 n = 9,

k = 4, j = 0

図 16 有向ストリップグラフ

補題 2.1. 任意の vj(vj ∈ V (
−→
C2

n), j ∈ Z)に対して，

t(
−−−→
Sn,k,j , vj) = t(

−−−→
Sn−2k, 1) (j, k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ ⌈n− 2

2
⌉.)

特に，
T−−−−−−−−→
S
n,⌈n−2

2
⌉,j ,vj

= {
−−−−−−−→
Sn,⌈n−2

2 ⌉, j}.

そして，有向ストリップグラフ −→
Sn の有向全域木の総数について，以下の補題が成り立つ．

補題 2.2.

t(
−→
Sn, 1) = Jn−2 + Jn−1.

次に，有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n の有向全域木とグラフ
−−−→
Sn,k,j の有向全域木の関係について述

べる．有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n に対して，

Ti = {ei, ei+1, fi} (i ∈ Z)



図 17 T0
図 18 三角形に関して閉じ
ていない

図 19 三角形に関して閉じ
ている

とする（例：図 17）．i(i ∈ Z)に対して，
−→
C2

n の部分グラフ
−→
G が，

|Ti ∩ E(
−→
G)| または Ti ⊆ E(

−→
G)

を満たすとき，−→
G は三角形 Ti に関して閉じているという．任意の i(i ∈ Z)に対して，−→

G が三角形
Ti に関して閉じているとき，

−→
G は三角形に関して閉じているという（例：図 18，19）．

全域木に対して，三角形に関して閉じるように有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n の辺を追加していく
と，やがて，以下の定理に現れるグラフになる．

定理 2.2.
−→
G を三角形に関して閉じている有向サイクルの二乗グラフ

−→
C2

n の弱連結な全域部分グラフ
とする．このとき，次のいずれかが成り立つ．

• E(
−→
G) = E(

−→
C2

n).

• ある k, j(0 ≤ j ≤ n− 1, 0 ≤ k ≤ ⌈n−2
2 ⌉)が存在して，E(

−→
G) = E(

−−−→
Sn,k,j).

• nは奇数で，E(
−→
G) = {fj−1, fj , . . . , fj+n−2}.

したがって，有向サイクルの二乗グラフ
−→
C2

n の有向全域木とグラフ
−−−→
Sn,k,j の有向全域木について，

以下の定理が成り立つ．

定理 2.3. 任意の vj(vj ∈ V (
−→
C2

n), j ∈ Z)に対して，

T−→
C2

n,vj

=

⌈n−2
2 ⌉∪

k=0

T−−−−→
Sn,k,j ,vj

(disjoint).

以上の補題および定理と，以下の補題 2.3を用いることで，定理 2.1を証明することができる．

補題 2.3 (A. F. Horadam, 1996 [5]).

n−1∑
k=1

Jk =
1

2
(Jn+1 − 1).



定理 2.1の証明

t(
−→
C2

n, vj) = |T−→
C2

n,vj

|

= |
⌈n−2

2 ⌉∪
k=0

T−−−−→
Sn,k,j ,vj

| （定理 2.3より）

=

⌈n−2
2 ⌉∑

k=0

t(
−−−→
Sn,k,j , vj)

=

⌈n−2
2 ⌉∑

k=0

t(
−−−→
Sn−2k, 1) （補題 2.1より）

=

{∑n−2
2

k=0 t(
−−−→
S2k+2, 1) if nは偶数

1 +
∑n−3

2

k=0 t(
−−−→
S2k+3, 1) if nは奇数

=

{∑n−2
2

k=0 (J2k + J2k+1) if nは偶数
1 +

∑n−3
2

k=0 (J2k+1 + J2k+2) if nは奇数
（補題 2.2より）

=

{∑n−1
k=0 Jk if nは偶数

1 +
∑n−1

k=1 Jk if nは奇数

=
1

2
(Jn+1 − (−1)n) （補題 2.3より）

= Jn.

3 最後に
本講演では，有向サイクルの二乗グラフを対象とし，有向全域木の構成の付加情報を得られるよう

な手法で有向全域木の総数を数え上げた．なお，本稿の内容は，[12]に基づく．
今後の展望としては，有向サイクルの二乗グラフの有向全域木の総数の公式に現れる Jacobsthal

数列に組合せ論的解釈を与えることが考えられる．さらに，無向サイクルの三乗グラフ等の全域木の
総数を同様の手法で数え上げる，二点を同一視した全域木の総数を同様の手法で数え上げる，等も考
えられる．
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